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XIX. 


SOPRA UNA ESTENSIONE DELLA TEORIA DI RIEMANN 
SULLE FUNZIONI DI VARIABILI COMPLESSE 


Nota I. 


«Rend: Acc. Lincei», ser. 44, vol. III,, 1887,; pp. 281-287 (*) 


1. Il fondamento del metodo di RIEMANN per lo studio delle funzioni 
di variabili complesse consiste, come è ben noto, in questo: 

Si prende una superficie chiusa una o più volte connessa (oppure un 
pezzo di superficie) e si considerano due variabili complesse f e y funzioni 
continue dei punti di essa, escluso un certo numero di luoghi singolari. 

Ad un punto M (non singolare) preso sulla superficie corrisponderanno 
due valori complessi f e q. Ad un punto N corrisponderanno i valori 
f+Af,9 + Ao. Se coll’avvicinarsi indefinito di N ad M si ha che 


esiste ed è indipendente dal modo con cui N si approssima ad M, si dice, 
secondo RIEMANN, che q è una funzione della variabile complessa f. 
Da questa definizione RIEMANN dedusse prima di ogni altra cosa la rela- 
zione che passa fra la teoria delle funzioni di variabili complesse e quella, 
della equazione A? = 0 il che gli servi di base alla teoria delle caratteristiche (”. 


2. Le considerazioni di RIEMANN, che si riferiscono ad uno spazio a 
due dimensioni, possono estendersi agli spazî a tre dimensioni, purché invece 
di partire da funzioni dei punti dello spazio, si parta da funzioni che dipen- 
dono dalle linee dello spazio a tre dimensioni . Mi propongo in questa Nota 
di esporre appunto i fondamenti di tale estensione. 


3. Si abbiano due variabili complesse funzioni continue dipendenti dalle 
linee di un campo a tre dimensioni, tali cioè che ad ogni linea chiusa interna 


(*) Presentata dal Socio U. DINI. 

(1) Grundlangen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer veránderlichen com- 
plexen Grósse. — Riemann's Werke, p. 4. 

(2) Vedi la mia Nota: Sopra le funzioni dipendenti da linee, pubblicata in questi Ren- 
diconti »; [in questo vol.: XVIII, pp. 314-327]. 
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al campo, oppure ad ogni linea che finisce al contorno del campo, corrisponda 
un valore di ciascuna delle due variabili complesse. 

Supporremo che le due funzioni di linee siano semplici ©) e stabiliremo 
fra di esse un legame analogo a quello posto da RIEMANN per le funzioni dei 
punti di una superficie. 

A tal fine si consideri una curva L alla quale corrispondono i valori F 
e ® per le due funzioni, e si deformi un tratto della curva nel cui interno 
trovasi un punto M. Le variazioni di F e ® corrispondenti a questa defor- 
mazione siano AF e AD. Se coll’impiccolire indefinitamente della deforma- 
zione e del tratto deformato, il limite del rapporto 

de 

AF 
esiste e dipende soltanto dalla posizione del punto M, si dirà che /e due fun- 
zioni F e ® sono collegate fra loro nel senso riemanniano. 

Risulta immediatamente da questa definizione che se ® e “Y sono colle- 
gate ad F, ® è collegata a Y. 


4. Vediamo di stabilire le proprietà fondamentali che si deducono da 
questa definizione. 
Separiamo in F e in Ọ la parte reale da quella immaginaria. Avremo: 


Dd = 0, + 20, , F = F; + £F,, 
e poniamo (^: 
PA dig 0 A 
d (y ,2) ar d(z,x) Too RA PACO S 
spit dedos | eo 
IES dea % TENA 
A dobih do, 
do, © de _ % day 
pe ah, seis: dd, k, 
ds S dean P day e 


Affinché sia soddisfatta la condizione posta dovrá essere per uno stesso 
punto dello spazio 


(ði + tõ) cos nx + (41 + 242) cos ny + (pr + #92) cos nz 
(Pı + 292) cos nx + (91 + #92) cos ny + (#1 + #72) cos nz 


indipendente dalla direzione x 9. 
Perciò sussisteranno le relazioni: 


i + i2 pre Xi + DE Pr + ¿pa 


bi + ida Qi + 192 n Yı + tra 


(3) Vedi Nota citata, Art. II, $ 3. 
(4) Vedi Nota citata, Art. II, $ 4. 
(5) Vedi Nota citata, Art. II. $ 4. 
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Da questa si deducono le altre: 


í Gir 0, — 20 = Dx Xx — Pa Xa , PODES IIS deo t Li As 
(1) Aa Fr Va Falla = Gi Pi 7 1a , lu kn I © F g: Pa 
| Di Pr — Pa la = 71: Ör — Y O2 , PP. TY 70. + 10, 


e risolvendole rispetto a ©, , Xə, pa otterremo: 


pui (0° +8) li — (9191 + d299) © (BA DO (Dir: + dora) da 
rca 21: — di 93 fa Di — dari 
ay AE (gi +9) p1— E A. (dl DIA Ed pa) 41 
> ar 2711 —(Q1Y2 P291 —Q2 di 
AO (Mi rapae: apo ODA (19147292) pr 
pati | radi — ri fa yA LI dira E n 
Porremo 
di+d= E 9 fi + h = En AIVA rr +1r=E, 


(2) f Yi 4. +0 r,=E,,=Ex sura Atri p.=E,,=E,, , Pi 4:+9.9.=E..=E., 
z2 rı — q: h, = D, , Yo Pr —Y1 Po. = D, , De: — Pr Ja = D, 


e avremo le relazioni 


| E,, D, + E,,D, + E,¿D, =0 Di = BaEys — Ez, 
(3) E, D, + En D, + ED, =0 Gi DE E. — Es, 
| E, D, + Ea D, + E,,D,=0 ADE, E EL 
| D, D, = E. E,, — Es, Es, 
(45 D; D; = Es Es: — Ens Esc 
| De EEK E 


e le equazioni (1°) diverranno 


DS Ex: Yi: — Ex Ór TH Exr p: — E13 r 
pane D; ai D, 
EN Ez2 pre Ez; Xx ai E22 61 — Ea: Xi 
la = Di ES D; 
i Eos — Espa _ a Enx Etr. 
p D, va] Di 


Tenendo conto delle (3) esse possono scriversi ancora 


/ dl Ex, pi — Ex Y: ¿de E:r 01 — En pr _ Er: xx — Exz ©i 
| n Di YN De p D; 
Ez p — E E23 61 — E E — Enz © 
A, llo AR Aa 2 Pr 23%1 _ La3 01 ar __ La ye 22 Wr 
( ) X2 Di Resia e E » II Pubs > 
pa = E32 pr E33 Xi ns E33 O1 — Ezr pr er Ex xa — E32 Ör $ 
PR ED Di 
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Se si risolvessero le (1) rispetto a @, , X: ; g: si otterrebbe invece 


ei el Ex xa — Ex Pa ei E p2 — E13 Öz de Ez 62 — En le 

| ail Di a; Di Di 

E23 Ta” E22 p2 E2: r -— E23 62 — Ez z2 — Ez: X2 
(As) A o pepe pagg E g 

| — Ex —Esp _ Exp —E302: _ E32 62 — E32 X2 

\ z DE iii D2 D; 


5. Dalle (A,) si a 
6, Di = E. xa — Era Pa 
Y Da = En: p. — EO 
MD A O A AA 
quindi sommando 
(B,) D, ©, +D, y: + Dh: =0. 
Analogamente si avrebbe 
(B.) D, 0, + Dax: +D;p.=0. 
Abbiamo poi dalle (A,) e (A,), tenendo conto delle (3), 


{2 , P2 
Xi , Pr 


ba 


E22 p07 — 2 E23 P1 Xi + E33 Xi Ez. p2 — 2 E23 pe %2 + E33 X2 
7 E 


a D; agi D? 


= — pp ID: En y p: + D, Esa p: Ó, + D, Es, è 7] 
= — popo ID. En te pa + D, Esa pa 6, + D, E pa dl 
Quindi, ponendo 
Xa Pr Xda = A ,) papi = A Dea = da 
si avrà per la simmetria delle ultime formule 


© = Ar _ da Aa E22 pi — 2 E23 p1 X1 + E33 Xi 
E it eg Tora AN Pe TE 


E33 0; —2 Ezr (Or pr + Er Pi Ex xi —2 Eiz Xi ©, + E22 O; 
IO E Yor DADA A Re Meglio] + een e 
(C) “fi E22 pi — 2 E23 pa %2 + E33 E ad E33 © — 2 Ex: a pa + Ex: p3 

dé D? p D? pro 
E x —2E:2 X2 ©a + E22 0% (gı prr: o | (92 pi —- Ya PET y 
AO cs ME ngi. ei CY A 


AA? _ (r41 — da + (Pa X1 — 92 Ör)? 
O E OE OE ee E A S, 


2 
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6. Il parametro O funziona nella presente teoria da parametro differenziale 
del primo ordine. Esso potrà scriversi, usando le notazioni adottate nella Nota 
già citata, 


d®: 2 d®: d0; "dd: y 
O = E. (765) >) yi Es, d(x,y) d(z,4) E :(76,5) = ecc 
D; i 
dd, y? dd, dd, í d®, 
El) AAN A ne ea) z) = ecc 
D; i 


I 


Dalle formule (C) risulta immediatamente che il parametro © è una 
quantità positiva. 

Dimostriamo che esso è invariante per un cambiamento delle variabili 
x,y ,z.A tal fine dalle x, y, z passiamo alle x’, y”,2". Poniamo un apice 
a tutte le quantità analoghe a quelle considerate relative a x, y, 2, quando 
ci si riferisce invece alle x’, y”, 2". Come è stato trovato nella Nota citata 
(Art. II, $ 6) avremo: | 


A a di |, dy) 
AT LICATA CATIA ITACA, 
d(y, d d(x, 
(5) q =P SEA E +g: sos sa Ti n 


MA 20) Alex) Ala y) 
CAPA CITE TEA 


onde, con un calcolo che non presenta difficoltà, 
i d(X,Y 2) 
| D = era D a+ dp) 


) _ d(x,y,z) 
© | D= a (Da (7 TA > A ED, 5) 


i_ dx) 
D, = Ha (Dr dz +D.$ de + DG) 


d(x,y,2) 


ove TENA rappresenta il determinante funzionale delle x,y, rispetto 


alle x’, y',z'. Analogamente si ottiene: 


baro A, 2) 
| A =p (A I $7 ao. <> FA r) 
vir aee) dz 
(7) ( A, = FELL (A, I La +A ra De +) 


| Y pron d (x I 32) 
\ A = A, IF tA 3 +A) 
onde a cagione delle (C) 


e Ra dz 
ar th gw A 


SD? 


Ù 

“il, 
7 
I 


da dy dz 
AD rs 
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quindi 


ciò dimostra che 


7. Teniamo ora conto (vedi Nota cit., Art. H, $5) che le %,,%:,Px, 02) la » Pa 
debbono soddisfare le equazioni 


si Hai 202 de E dz =0: 
Fi á dx x pain 


201 4 E i 


dx 


avremo quindi la equazione (vedi formule (A,)) 


d Era p1 — Exz Xi ð E23 @r — E21 pi 9 Ezr x: — E32 © DA 
Co ln a aa e i 


la quale potrá scriversi sotto varie altre forme tutte equivalenti tenendo 
conto delle relazioni (A,). Ad una analoga relazione dovranno soddisfare le 
©, ,Y2, 92. La (D) potrà scriversi ancora 


d®, dd; dO; d®: 


dx D: dy Da 
sai d® d® 
VIPER PIO E | 
| pel el MACAO de 
\ dz Di 


o sotto altra forma tenendo conto delle (A,). Alla stessa equazione differen- 
ziale dovrà soddisfare ®,. Potremo dunque stabilire che tanto la parte reale 
quanto la parte immaginaria debbono soddisfare alle seguenti condizioni 
(vedi formule (B,) (B,)): 


dY i dY dY 
i 00 A dea da) 


dY dY dY dY 
VR (Pza E dea) ty k "IG E” TE) ) 


D =0 


D: dy 


dY dY 
3 (È TED — Exa 76.3) A 


tar D; 


2 


Reciprocamente, se Y è una funzione reale semplice delle linee di un campo 
a tre dimensioni, la quale soddisfa alle precedenti condizioni, essa potrà consi- 
derarsi come la parte reale o come la parte immaginaria di una funzione colle- 
gata ad F nel senso riemanniano. Infatti per la seconda delle (E) avremo 
(vedi Nota cit., Art. II, $ 5) che dovrà esistere una funzione reale P delle 
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cen e I AAA AAA 


linee, tale che 


i dY i dY 
| 12 ————— E, 
2, PI A d(x,y) 3 d(2,4) 
d(y,2) Di 
dy dY 
2 —- — Ex —__- 
(17) IRC: ACI CRE TEA] 
d(z,24) D2 
dY dY 
È, ARGOS Ey d(2,4) giga d(y ,2) 
\ d(x,y) y D; 


Da queste formule, tenendo conto della prima delle (E), e con un 
calcolo inverso a quello eseguito nel § 4, si giunge alle relazioni 


dY DE = dY hi dP dY +i dP 
do at do) _ dea) | dea _ da) dE) 
di + ida qu + 192 rx + ira 
onde, posto Y + ¿P = A, avremo che il rapporto 


dh 


dA dA 
20,8 cos nx + Ma + Pd ie 
dF dF 
A dati + de, cos 2y + LIC Leon 
sarà indipendente dalla direzione x, il che dimostra la proposizione enunciata. 
La presente teoria è quindi intimamente legata allo studio delle equa- 


zioni (E), le quali appunto nel nostro caso funzionano come la equazione 
differenziale A? = o nella teoria di RIEMANN. 
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